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5. 中⼼⼒场
5.1. 中⼼⼒场中粒⼦运动的⼀般性质
在中⼼⼒场运动的粒⼦，⻆动量是守恒量。中⼼⼒场的粒⼦运动必为平⾯运动。

5.1.1 ⻆动量守恒与径向⽅程

球坐标系中动量平⽅算符表达式

能量本征⽅程

−
ℏ2

2μ
1
r

∂ 2

∂r2
r

径向动能算符

+
l2

2μr2

离⼼势能

+ V (r) ψ = Eψ

离⼼势能 (centrifugal potential)
径向动量算符平⽅的表达式有多种

p̂2
r =

∂ 2

∂r2
+

2
r

∂
∂r

=
1
r

∂
∂r2

r =
1
r2

∂
∂r2

∂
∂r

= (
∂
∂r

+
1
r

)2

8.1.2. ⾃旋算符，Pauli 算符

8.2. 总⻆动量的本征态
8.3. 碱⾦属原⼦光谱的双线结构与反常 Zeeman 效应

8.4. 多电⼦体系的⾃旋态，纠缠态
8.5. ⾃旋-量⼦信息相关

8.5.1. 量⼦⽐特(qubit)
8.5.2. 量⼦⽐特的表示和性质

8.5.3. Pauli 矩阵
8.5.4. 量⼦纠缠

8.5.5. 可分离性，判据
8.5.6. ⼏种常⽤的量⼦纠缠态

p̂2 = −ℏ∇2

= −
ℏ2

r2

∂
∂r

r2 ∂
∂r

+
l2

r2

= −ℏ2 [
∂ 2

∂r2
+

2
r

∂
∂r
]+

l2

r2

= −
ℏ2

r

∂ 2

∂r2
r +

l2

r2

⎡⎢⎣––⎤⎥⎦



体系的对易守恒量完全集可以是 (H, l̂2, lz), 即能量本征⽅程的解同时也可选为 l̂2 和 lz 的本征
态，即

ψ(r, θ,φ) = Rl(r)Ylm(θ,φ), l = 0, 1, 2, ⋯

m = l, l − 1, ⋯ , −l

代⼊本征⽅程, 可得出径向波函数 Rl(r) 满⾜的“径向⽅程”

d2

 dr2 Rl(r) +
2
r

d
dr

Rl(r) + [
2μ
ℏ2 (E − V (r)) −

l(l + 1)
r2 ]Rl(r) = 0

作替换

Rl(r) = χl(r)/r

则 χl(r) 满⾜

径向⽅程中不出现刻画 lz 本征值的磁量⼦数 m ，因此能量本征值 E 与 m ⽆关。
对于给定的 l,m 有 2l + 1 个取值，所以简并度为 (2l + 1)

当选⽤了对易守恒量完全集 (H, l2, lz) 后，同⼀能级的各简并态的标记以及正交性就可以解决。
⾮束缚态：E 连续变化。
束缚态：E 取离散值，出现径向量⼦数 nr = 0, 1, 2, ⋯ , 代表径向波函数的节点 (不包括
r = 0, r = ∞). 同时 E 还依赖于 l ，因此记为 Enrl .

5.1.2. 径向波函数的渐进⾏为

假定 V (r) 满⾜

lim
r→0

r2V (r) = 0

在此条件下, 当 r → 0 时, 径向⽅程渐近地表示成

d2

 dr2
Rl(r) +

2
r

dRl(r)
dr

−
l(l + 1)

r2
Rl(r) = 0

在正则奇点 r = 0 邻域, 设 Rl(r) ∝ rs, 代⼊上式, 得

s(s + 1) − l(l + 1) = 0

解之, 得两个根, s = l, −(l + 1), 即
当 r → 0 时, Rl(r) ∝ rl 或 r−(1+1)

按照波函数的统计诠释, 在任何体积元中找到粒⼦的概率都应为有限值. 当 r → 0 时, 若
Rl(r) ∝ 1/rr, 则要求 s < 3/2 (⻅ 1.1.7节). 因此, 当 l ⩾ 1 时, Rl(r) ∝ r−(l+1) 解必须抛弃.

χ′′
l (r) + [

2μ
ℏ2

(E − V (r)) −
l(l + 1)

r2
]χl(r) = 0 (8)



因此, 求解径向⽅程时, r → 0 处只有 Rl(r) ∝ rl 的解才是物理上可以接受的.
或等价地, 要求径向⽅程的解 χl(r) = rRl(r) 满⾜

lim
r→0

χl(r) = 0

5.1.3. 两体问题转化为单体问题(没讲)

5.2. ⽆限深球⽅势阱
考虑质量为 μ 的粒⼦在半径为 a 的球形匣⼦中运动. 相当于粒⼦在⼀个⽆限深球⽅势阱中运动,

V (r) = {

只存在束缚态.

0, r < a

∞, r > a

先考虑 s 态 (l = 0). 此时, 5.1 节中的径向⽅程变成

边界条件为

在势阱内 (0 ⩽ r ⩽ a), ⽅程 (2) 化为

式中

按边条件 (3a), ⽅程 (4) 的解可表示为 A sin kr 的形式, 再按边条件 (3b), 则要求 A sin ka = 0

, 即

利⽤式 (5), 可得出粒⼦的能量本征值

E = Enr0 =
π2ℏ2(nr + 1)2

2μa2
, nr = 0, 1, 2, ⋯

相应的归⼀化波函数可表示为

χ′′
0(r) +

2μ
ℏ2

[E − V (r)]χ0(r) = 0 (2)

χ0(0) = 0
χ0(a) = 0

(3a)
(3b)

χ′′
0 + k2χ0 = 0 (4)

k =
√2μE

ℏ
, E > 0 (5)

ka = (nr + 1)π, nr = 0, 1, 2, ⋯ (6)



χnr0(r) =√
2
a

sin
(nr + 1)πr

a
, 0 ⩽ r ⩽ a

∫
a

0
[χnr0(r)]2 dr = 1

其次考虑 l ≠ 0 情况. 此时, 径向⽅程可表示为 (5.1 节)

边界条件

引进⽆量纲变量 ρ = kr, 则式 (10) 化为

d2

dρ2
Rl +

2
ρ

d
dρ

Rl + [1 −
l(l + 1)

ρ2
]Rl

此即球 Bessel ⽅程 , 其解可取为球 Bessel 函数 jl(ρ) 与球 Neumann 函数 nl(ρ). 它们在
ρ → 0 时的渐近⾏为是

⽽按 5.1.2 节的讨论, 如把 ρ = 0 点包括在内, nl(ρ) 解是物理上不能接受的. 因此, 在球⽅势
阱内的解应取

Rl(r) ∝ jl(kr)

k 由边界条件 (11) 确定,即

当 a 取有限值时, k 只能取⼀系列离散值. 令 jl(ξ) = 0 的根依次记为

ka = ξnr,,nr = 0, 1, 2, ⋯

则由粒⼦的能量本征值由 (6) 式表示为

Enr, =
ℏ2

2μa2 ξ
2
nr,, nr = 0, 1, 2, ⋯

与 Enll 相应的径向本征函数表示为

Rl(r)′′ +
2
r
Rl(r)′ + [k2 −

l(l + 1)
r2

]Rl(r) = 0

(0 ⩽ r ⩽ a)
(10)

Rl(a) = 0 (11)

jl(ρ) → ρl/(2l + 1)!!

nl(ρ) → −(2l − 1)!!ρ−(l+1)

jl(ka) = 0 (15)

Rnrl(r) =Cnr
jl (knrlr), knrl = ξnrl/a

Cnrl =[−
2
a3

/jl−1 (knrla)jl+1 (knrla)]
1/2

∫
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Rnrl(r)Rn′

r,(r)r2 dr = δnr′ ′
r
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5.3. 三维各项同性谐振⼦
考虑质量为 μ 的粒⼦在三维各向同性谐振⼦势 V (r) 中运动,

V (r) =
1
2
μω2r2

ω 是刻画势阱强度的参量. 按 5.1 节式 (6), 径向⽅程为

采⽤⾃然单位, 令 ℏ = μ = ω = 1, ⽅程 (2) 化为

r = 0, ∞ 是微分⽅程的奇点. 按 5.1.2 节的分析, 在 r = 0 邻域, 物理上可接受的径向波函数的渐近
⾏为是

当r → 0时,Rl(r) ∼ rl

当 r → ∞ 时, ⽅程 (3) 化为

R′′
l (r) − r2Rl(r) = 0

当 a → ∞ 时, 这相当于粒⼦的运动⽆任何限制, 即为⾃由粒⼦. 考虑到 ρ → ∞ 时, jl(ρ) → 0

的边界条件 (15) ⾃动满⾜, 所以 k (或 E ) 将不再受到限制, 即能量连续变化. 此时, 式 (17)
中归⼀化常数趋于 0 , 这反映波函数不能归⼀化 (连续谱的本征态是不能归⼀化的). 在此情
况下, 通常选择如下径向波函数, 它们 “归⼀化”到 δ 函数,

Rkl(r) = √ 2
π
kjl(kr)

∫
∞

0
Rkl(r)Rk′l(r)r2 dr = δ (k − k′)

Rl(r)′′ +
2
r
Rl(r)′ + [

2μ
ℏ2
(E −

1
2
μω2r2)−

l(l + 1)
r2

]Rl(r) = 0 (2)

R
′′
l (r) +

2
r
R

′
l(r) + [2E − r2 −

l(l + 1)
r2 ]Rl(r) = 0 (3)

不难看出, 当 r → ∞ 时, Rl(r) ∼ e±r2/2, 说明如下:
R′(r) ∝ exp (±r2/2),R′, (r) ∝ ±r exp (±r2/2),R′′(r) ∝ r2 exp (±r2/2) ± exp (±r2/2) ≈ r2 exp(±

r2/2) (因为 r → ∞). 所以 R′′
l − r2Rl = 0.

其中 er2/2 不满⾜束缚态边条件, 弃之, 所以

当r → ∞时,Rl(r) ∼ e−r2/2



常数变易法

因此不妨把⽅程 (3) 的解表示为

Rl(r) = rle−r2/2u(r)

代⼊式 (3), 可得

u′′ +
2
r

(l + 1 − r2)u′ + [2E − (2l + 3)]u = 0

令 ξ = r2, 上式化为

这个⽅程属于合流超⼏何⽅程 (⻅附录 A5 ), 其中参数

⽅程 (8) 有两个解, u1 ∝ F(α, γ, ξ),u2 ∝ ξ1−γF(α − γ + 1, 2 − γ, ξ). 由于 ξ1−γ ∝ r−2l−1, 按
5.1.2 节的分析, 在 ξ ∼ 0 邻域, u2 是物理上不能接受的. 因此⽅程 (8) 的解只能取

u ∝ F(α, γ, ξ) = F(
1
2

(l +
3
2

− E), l +
3
2

, ξ)

合流超⼏何函数 F(α, γ, ξ) 可以表示成如下幂级数

可以证明, 在 ξ → ∞ 时, ⽆穷级数解 F(α, γ, ξ) ∼ eξ. 这样的解代⼊式 (6), 不满⾜束缚态边界
条件. 因此, 对于束缚态, 必须要求解 F(α, γ, ξ) 中断为⼀个多项式. 从式 (11)容易看出, 这要
求 α = 0 或负整数，记为 nr ,

α =
1
2

(l +
3
2

− E) = −nr, nr = 0, 1, 2, ⋯

就有 E = (2nr + l +
3
2
), 添上能量的⾃然单位, 得

令

N = 2nr + l

则

ξ
d2u

 dξ2
+ (γ − ξ)

du
 dξ

− αu = 0 (8)

α =
1
2

(l +
3
2

− E)

γ = l +
3
2

(≠  整数 )

(9)

F(α, γ, ξ) = 1 +
α

γ
ξ +

α(α + 1)ξ2

γ(γ + 1)2
+

α(α + 1)(α + 2)ξ3

γ(γ + 1)(γ + 2)3!
+ ⋯ (11)

E = (2nr + l +
3
2
)ℏω, nr, l = 0, 1, 2, ⋯ (13)



此即三维各向同性谐振⼦的能量本征值.

E = EN = (N +
3
2

)ℏω, N = 0, 1, 2, ⋯ (14)

得到 u(r) = F(−nr, l +
3
2

, ξ) 后，与之相应的径向波函数 (添上⻓度⾃然单位

α−1 = √ℏ/μω) 为

Rnrl(r) ∝ rle−α2r2/2 F (−nr, l + 3/2,α2r2)

经归⼀化后,

Rnrl(r) = α3/2[
2l+2−nr (2l + 2nr + 1)!!

√πnr![(2l + 1)!!]2
]

1/2

(αr)le−a2r2/2 F (−nr, l + 3/2,α2r2)

讨论

1. 能级简并度
与⼀维谐振⼦相同, 三维各向同性谐振⼦的能级也是均匀分布的 (如图 5.2), 相邻两能级
的间距为 ℏω.

但与⼀维谐振⼦不同, 三维 (和⼆维) 各向同性谐振⼦的能级⼀般是简并的. 这表现在能
量本征值只依赖于 nr 和 l 的特殊组合 N = 2nr + l, 它是V (r) ∝ r2 这种特殊的中⼼⼒
场带来的.
对于给定的能级 EN , 可以得出 EN  能级的简并度为

fN =
1
2

(N + 1)(N + 2)

例如, N = 偶数情况,



fN =
N

∑
l=0,2,4,…

(2l + 1) = (
N

2
+ 1) ⋅

1
2

(1 + 2N + 1) =
1
2

(N + 1)(N + 2)

可以看出, 它⾼于⼀般中⼼⼒场中的能级简并度 (fl = 2l + 1). 这是由于三维各向同性谐
振⼦场具有⽐它的⼏何对称性 (SO3) 更⾼的动⼒学对称性 SU3 的缘故.

2. Cartesian 坐标系中求解
如采⽤直⻆坐标系, 利⽤ r2 = x2 + y2 + z2, 三维各向同性谐振⼦可以分解成⻆ 频率 ω
相同的三个彼此独⽴的⼀维谐振⼦, 即

它的本征函数可以分离变量, 这相当于选择 (Hx,Hy,Hz) 为对易守恒量完全集, 它们的
共同本征态为

Φnxnynz
(x, y, z) = ψny

(x)ψny
(y)ψnz

(z), nx,ny,nz = 0, 1, 2, ⋯

即三个⼀维谐振⼦的能量本征函数之积. 相应的能量本征值为

与式 (14)相同. 类似也可求出能级简并度.

1 + 2 + ⋯ + N + (N + 1) =
1
2

(N + 1)(N + 2)

⼆维各向同性谐振⼦的能级公式

EN = (N + 1)ℏω,n = nx + ny = 0, 1, 2, ⋯

H = Hs + Hy + Hz

Hx = −
ℏ2

2μ
∂ 2

∂x2
+

1
2
μω2x2

Hy = −
ℏ2

2μ
∂ 2

∂y2
+

1
2
μω2y2

Hz = −
ℏ2

2μ
∂ 2

∂z2
+

1
2
μω2z2

Enxnynz
= (nx + 1/2)ℏω + (ny + 1/2)ℏω + (nz + 1/2)ℏω
= (N + 3/2)ℏω

N = nx + ny + nz = 0, 1, 2, ⋯

3. 在能级有简并的情况下, 能量本征函数的选取是不唯⼀的. 这相当于选择不同的守恒量
完全集.

球坐标系中 本征函数 ψn,lm(r, θ,φ) 是对易守恒量完全集 (Ḣ, l̇2, lz) 的共同本征态.

直⻆坐标系中 本征函数 Φnxnynz
(x, y, z) 则是对易守恒量完全集 (Hx,Hy,Hz) 的共

同本征态. 它们之间通过 ⼀个 ⺓正变换 相联系. 例如, N = 1 (第⼀激发能级) 有三
个态, 可以取为

ψn,l,m : ψ011,ψ01−1,ψ010

也可以取为
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5.4. 氢原⼦
氢原⼦与三维谐振⼦的解法类似

氢原⼦的原⼦核是⼀个质⼦, 荷电 +e. 它与电⼦的 Coulomb 吸引能为 (取⽆穷远为势能零点）

V (r) = −e2/r

按 5.1 节式 (8), 具有⼀定⻆动量的氢原⼦的径向波函数 χl(r) = rRl(r) 满⾜下列 ⽅程

Φnx,ny,nz
: Φ100, Φ010, Φ001

可以证明

=

上⾯的联络矩阵是为⺓正矩阵,当然, 对于基态 (N = 0), 能级是不简并的. 两组对
易守恒量完全集的共同本征态是相同的. 事实上,

⼆者完全相同.

⎛⎜⎝ ψ011

ψ01−1

ψ010

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝−1/√2 −i/√2 0

1/√2 −i/√2 0
0 0 1

⎞⎟⎠⎛⎜⎝Φ100

Φ010

Φ001

⎞⎟⎠ψnr=0,l=0,m=0 =
α3/2

π3/4
e−a2r2/2

Φnx=0,ny=0,nz=0 =
α1/2

π1/1
e−a2x2⋅2 ⋅

α1/2

π1/4
e−α2y2/2 ⋅

α1/2

π1/4
e−a2z2/2



及边界条件

χl(0) = 0

式中 μ 为电⼦的约化质量,

μ =
me

1 +
me

mp

me 和 mp 分别为电⼦和质⼦的质量. 以下采⽤⾃然单位, 即在计算过程中令 ℏ = e = μ = 1, ⽽在
计算所得的最后结果中按各物理量的量纲添上相应的单位. 在⾃然单位下, ⽅程 (2) 化为

r = 0, ∞ 是微分⽅程的两个奇点.

χ′′
, (r) + [

2μ
ℏ2
(E +

e2

r
)−

l(l + 1)
r2

]χl(r) = 0 (2)

χ′′
l (r) + [2E +

2
r

−
l(l + 1)

r2
]χl(r) = 0 (4)

按 5.1.2. 节的讨论, 径向⽅程 (4) 的解在 r = 0 邻域的渐近⾏为是 χl(r) = rRl(r) ∝ rl+1, r−1.
但后⼀解不满⾜物理上的要求, 所以, 当 r → 0 时, 只能取

χl(r) ∝ rl+1

其次, 讨论解在 r → ∞ 的渐近⾏为. 以下限于讨论束缚态 (E < 0). 当 r → ∞ 时, ⽅程 (4) 化
为

χ′′
l (r) + 2Eχ1(r) = 0 (E < 0)

所以 χl(r) ∝ e±βr, 其中

但 eβr 不满⾜束俌态边条件. 所以, 当 r → ∞ 时, 只能取

χl(r) ∝ e−βr

β = √−2E (实)  (6)

因此, 不妨令⽅程 (4) 的解表示成

χl(r) = rl+1e−βru(r)

代⼈式 (4), 经过计算, 可得

ru′′ + [2(l + 1) − 2βr]u′ − 2[(l + 1)β − 1]u = 0

再令

ξ = 2βr



则得

这正是合流超⼏何⽅程 (⻅附录 A5 ),

ξ
d2

 dξ2 u + (γ − ξ)
d
dξ

u − αu = 0

相应的参数为

ξ
d2

 dξ2
u + [2(l + 1) − ξ]

d
dξ

u − [(l + 1) −
1
β
]u = 0 (11)

γ = 2(l + 1) ⩾ 2 (正整数) 

α = l + 1 −
1
β

⽅程 (11) 有两个解, u1 = F(α, γ, ξ),u2 = ξ1−γF(α − γ + 1, 2 − γ, ξ).
与三维各向同性谐振⼦相似, 在 ξ ∼ 0 邻域, u2 解是物理上不能接受的, ⽽只能取 u1 解. 然
⽽, 当 u1 = F(α, γ, ξ) 为⽆穷级数时, 当 ξ → ∞,F(α, γ, ξ) ∝ eξ. 这样的解代⼈式 (8), 所得 波
函数不满⾜束缚态要求. 因此, 对于束缚态, 必须要求解中断为⼀个多项式. 这就 要求 α 为⾮
负整数, 即

α = l + 1 −
1
β

= −nr, nr = 0, 1, 2, ⋯

n = nr + l + 1, n = 1, 2, 3, ⋯

则 β = 1/n. 利⽤式 (6), 得

E = −
1
2
β2 = −

1
2n2

添上能量的⾃然单位 (μe4/ℏ2), 即得出氢原⼦的能量本征值

此即著名的 Bohr 氢原⼦能级公式, n 称为主量⼦数.

与 En 相应的径向波函数 Rl(r) =
χl(r)
r

 可表示为

Rnl ∝ ξe−ξ/2 F (−nr, 2l + 2, ξ)

其中 ξ = 2βr = 2r/na (已添上⻓度⾃然单位 a ). 归⼀化的径向波函数为

E = En = −
μe4

2ℏ2

1
n2

= −
e2

2a
1
n2

, n = 1, 2, 3, ⋯

a = ℏ2/μe2  (Bohr半径) 

/



Rnl(r) = Nnle−ξ/2ξl F(−n + l + 1, 2l + 2, ξ)

ξ =
2r
na

, Nnl =
2

a
3
2 n2(2l + 1)!

√
(n + l)!

(n − l − 1)!

∫
∞

0
[Rnl(r)]2r2 dr = 1

最后可得氢原⼦的束缚态能量本征函数为

ψnlm(r, θ,φ) = Rnl(r)Ylm(θ,φ)

氢原⼦的能级分布如图 5.3 所示.
1. 可以看出, 第⼀条能级掉得很低, 这和 Coulomb 吸引势在 r = 0 点是奇点 (V → −∞)

有密切关系.

2. 处于基态 (n = 1, l = m = 0) 的电⼦能量为 E1 = −
e2

2a
= −13.6eV, 即氢原⼦的电离能

为 13.6eV.

3. 随 n 增⼤, 能级 愈来愈密, 在 E ≲ 0 邻域, 有⽆限多条离散能级密集. 当 E ⩾ 0 后, 则过
渡到连续区 (游离态).

讨论

1. 能级简并度
对于给定能级 En ，因此, 属于 En 能级的量⼦态 ψnlm 的数⽬为

fn =
n−1

∑
l=0

(2l + 1) = n2



此即 En 能级的简并度. 它⾼于⼀般中⼼⼒场中能级 En,l 的简并度 (2l + 1) (⻅ 5.1.1
节).

⼀般中⼼⼒场 (如球⽅势阱) 中粒⼦能级 Enrl, 依赖于量⼦数 nr 和 l.

但在 Coulomb 场中, 能量 En 只依赖于 n, 它是 nr 和 l 的⼀种特定的组合, 即
n = nr + l + 1. 对于给定能级 En, ⻆动量 l 可以取 0, 1, ⋯ , (n − 1), 此即 l 简并.
这⽐⼀般中⼼⼒场中粒⼦能级 (只有 m 简并) 的简并度 fl = 2l + 1 要⾼. 从径向⽅

程的求解可以看出, 这是 V (r) ∝
1
r

 这种特殊的函数形式所导致的. 从物理上讲, 这

是 Coulomb 场具有⽐⼀般中⼼⼒场的⼏何对称性 SO3 (三维空间旋转不变性)更
⾼的动⼒学对称性 SO4 的表现.
在经典⼒学中, 中⼼⼒场中粒⼦的运动是⼀个平⾯运动. 平⾯的法线⽅向即⻆动量
l (守恒量) 的⽅向. 但⼀般说来, 粒⼦在运动平⾯中的轨道是不闭合的.

(Bertrand 定理): 只当中⼼⼒为平⽅反⽐⼒或 Hooke ⼒时, 束缚粒⼦的所有轨道
才是闭合的 (⼀般为椭圆).
对于平⽅反⽐⼒, 可以证明, 除能量和⻆动量 l 外, 还存在另外的守恒量即 Runge-
Lenz ⽮量 R = p × l − r/r (取⾃然单位), 它处于运动平⾯内. R 的⽅向即椭圆⻓
轴⽅向, 其值即椭圆偏⼼率. 对于 Hooke ⼒ (各向同性谐振⼦), 也存在另外的守恒
量. 这些都与⼒场的动⼒学对称性有关. 详细讨论可参阅: 曾谨⾔,《量⼦⼒学》(第
五版), 卷 II, 第 9 章 (科学出版社, 2013).

2. 径向位置的概率分布
按照波函数的统计诠释, 在 ψnlm(r, θ,φ) 态下, 在 (r, r + dr) 球壳中(不管⽅向如 何) 找
到电⼦的概率为

r2 dr∫ dΩ|ψnlm(r, θ,φ)|2 = [Rnl(r)]2
r2 dr = [χnl(r)]2 dr

χnl 的节点数 (不包括 r = 0, ∞ 点) 为 nr = n − l − 1. 其中 nr = 0(l = n − 1) 的态, 称为
“圆轨道” (图 5.4 中所示 1 s, 2p, 3d 轨道), 它们⽆节点. 可以证明曲线 |χn,n−1(r)|2 的极⼤
值所在的位置为

rn = n2a, n = 1, 2, 3, ⋯

rn 称为最可⼏半径. 例如基态, |χ10(r)|2 =
4
a3

r2e−2r/a, 可以由 
d
dr

ln |χ10(r)|2 = 0, 给 出

r1 = a (Bohr 半径).
尽管在量⼦⼒学中电⼦并⽆严格的轨道概念⽽只能给出位置分布概率, 但对于基态
氢原⼦, 量⼦⼒学给出的最可⼏半径与 Bohr 早期量⼦论给出的半径 a 相同.

3. 概率密度随⻆度的变化
与上类似, 在 ψntm(r, θ,φ) 态下, 在 (θ,φ) ⽅向的⽴体⻆ dΩ 中 (不管径向位置) 找到电
⼦的概率为

|Ylm(θ,φ)|2 dΩ ∝ |Pm
l (cos θ)|2 dΩ

它与 φ ⻆⽆关, 即对绕 z 轴旋转是对称的. 这是因为 ψnlm 是 lz 的本征态的缘故.



4. 电流分布与磁矩
在 ψnmm 态下, 从统计意义上说, 电⼦的电流密度由下式给出 (电⼦荷电 −e )

利⽤球坐标系中梯度的表示式

∇ = er
∂
∂r

+ eθ
1
r

∂
∂θ

+ eφ
1

r sin θ

∂
∂φ

容易求出 j 的各分量. 由于 ψnlm 的径向波函数 Rnl(r) 及 θ 部分波函数 P m
l (cos θ) 都 是

实函数, 由式 (30) 可看出, jr = jθ = 0, 但

jφ 是绕 z 轴的环电流密度 (图 5.6). 所以通过截⾯ dσ 的电流 元为 dI = jφdσ, 它对磁矩
的贡献为 S dI/c,S = π(r sin θ)2 是绕 z 轴的环的⾯积. 因此总的磁矩 (沿 z 轴⽅向) 为

其中 dτ = 2πr sin θdσ 是细环的体积元, 利⽤归⼀化条件, 得

其中

μB =
eℏ

2μc

称为 Bohr 磁⼦. 由式 (33) 看出, 磁矩与量⼦数 m 有关, 这就是把 m 称为磁量⼦数的理
由. 显然, 对于 s 态 (l = 0), 磁矩为零, 这是由于电流为零的缘故. 此外, 按式 (33),

Mz

mℏ
= −

e

2μc
= g

mℏ 是轨道⻆动量的 z 分量. 上式⽐值称为回转磁⽐值 (gyromagnetic ratio), 或称 g 因
⼦. 取 

e

2μc
 为单位, 则电⼦的 g 因⼦为 −1.

j =
ieℏ
2μ

(ψ∗
nlm∇ψnlm − ψnlm∇ψ∗

nlm) (30)

jφ =
ieℏ
2μ

1
r sin θ

(ψ∗
nlm

∂
∂φ

ψnlm − ψnlm
∂

∂φ
ψ∗
nlm)

=
ieℏ
2μ

1
r sin θ

2im|ψnlm|2

= −
eℏm
μ

1
r sin θ

|ψnlm|2

Mz =
1
c
∫ S dI =

1
c
∫ πr2 sin2 θ ⋅ jφdσ

= −
eℏm
2μc

∫ |ψnlm|22πr sin θdσ

= −
eℏm
2μc

∫ |ψnlm|2 dτ

Mz = −
eℏm
2μc

= −μBm (33)



5.5. ⼆维各向同性谐振⼦

5. 类氢离⼦
以上结果对于类氢离⼦ (He+, Li++, Be+++等, 这些离⼦的原⼦核外, 只有⼀ 个电⼦)也
都适⽤. 但需把核电荷 +e 换为 +Ze ( Z 是核所带正电荷数), ⽽ μ 换为相应的约化质量.
特别是类氢离⼦的能级公式为

En = −
μe4Z 2

2h2n2
, n = 1, 2, 3, ⋯

作业： P116 5.4, 5.5
证明极⼤值位置

rn = n2a, n = 1, 2, 3, ⋯

势能项

V (ρ) =
1
2
μω2ρ2

Schrödinger ⽅程为

[−
ℏ2

2μ
(

1
ρ

∂
∂ρ

ρ
∂

∂ρ
+

1
ρ2

∂ 2

∂φ2
)+

1
2
μω2ρ2]ψ = Eψ (E > 0)

令

ψ(ρ,φ) = eimφR(ρ)

m 可正可负。则径向⽅程表示为 (⾃然单位 ℏ = μ = ω = 1 )

当 ρ → 0 时, 上式化为

(
d2

 dρ2 +
1
ρ

d
dρ

−
m2

ρ2 )R(ρ) = 0

经过分析, 可得, 当 ρ → 0 时

R(ρ) ∝ ρ|m|

当 ρ → ∞, 式 (6.6.32) 化为

(
d2

 dρ2
− ρ2)R(ρ) = 0

[
d2

 dρ2
+

1
ρ

d
dρ

−
m2

ρ2
+ (2E − ρ2)]R(ρ) = 0(E > 0) (6.6.32)



所以 R(ρ) ∝ exp (±ρ2/2) (原因⻅ 5.3 节的说明). ⽽满⾜束缚态边条件的解只能取
R(ρ) ∝ exp (−ρ2/2) (ρ → ∞). 因此,不妨令

R(ρ) = ρ|m| exp (−ρ2/2)u(ρ)

代⼈式 (6.6.32), 得

d2u

 dρ2
+ (

2|m| + 1
ρ

− 2ρ)
du
 dρ

+ [2E − 2(|m| + 1)]u = 0

再令

ξ = ρ2

得

ξ
d2u

 dξ2
+ (|m| + 1 − ξ)

du
 dξ

− (
|m| + 1

2
−

E

2
)u = 0

上式正是合流超⼏何⽅程. 相应参数为

α =
|m| + 1

2
−

E

2
γ = |m| + 1

束缚态要求 α 为零,或⾮负整数

α =
|m| + 1

2
−

E

2
= −nρ, nρ = 0, 1, 2, ⋯

因此, ⼆维各向同性谐振⼦的能量本征值为

或记为

En = (n + 1), n = 2nρ + |m| = 0, 1, 2, ⋯

相应的波函数为

ψnp′′′ (ρ,φ) ∝ eimφρ|m|e−ρ2/2 F (−nρ, |m| + 1, ρ2)

不难求出能级 En 的简并度为

fn = (n + 1) = 1, 2, 3, ⋯

E = (2nρ + |m| + 1) (⾃然单位)

可以看出, 在三维各向同性谐振⼦的能级公式 [5.3 节, 式 (13)] 中

E = (2nr + l + 3/2)
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6. 电磁场中粒⼦的运动
原⼦结构问题原则上可以归结为彼此有 Coulomb 斥⼒的多电⼦体系在原⼦核Coulomb 引⼒势中
的运动. 由于原⼦中的电⼦的速度 v 远⼩于光速 c(v/c ∼ 10−2 ), 辐射场中磁场对电⼦的作⽤远⼩
于电场,⼀般只考虑电场的作⽤. 本章在 6.1 节中将给出荷电粒⼦在恒定电磁场中的 Schrödinger
⽅程, 这⾥将涉及两类动量 (机械动量和正则动量) 和规范不变性问题. 将讨论恒定外磁场中原⼦能
级和光谱的变化 (6.2 节, Zeeman 效应) 以及⾃由荷电粒⼦在恒定磁场中的运动 (6.3 节, Landau
能级).

6.1. 电磁场中荷电粒⼦的运动, 两类动量
考虑质量为 μ, 荷电 q 的粒⼦在电磁场中的运动. 在经典⼒学中, 其 Hamilton 量为

H =
1

2μ
(P −

q

c
A)

2
+ qϕ

其中, A,ϕ 分别是电磁⽮势和标势, P  称为正则动量. Hamilton 量这样写法的理由如下: 把式 (1)
代⼊正则⽅程

ṙ =
∂H
∂P

, Ṗ = −
∂H
∂r

即可得出

式中

把 l → |m| −
1
2

, 即 2nr + l + 3/2 → 2nρ + |m| + 1, 便可得出⼆维各向同性谐振⼦的 能量公

式

E = (2nρ + |m| + 1), nρ, |m| = 0, 1, 2, ⋯

可以看出其能级分布也是均匀的. 但能级简并度为 fn = (n + 1) = 1, 2, 3, ⋯. ⽽三维各向同
性谐振⼦能级的简并度 fN = 1

2 (N + 1)(N + 2),N = 0, 1, 2, ⋯ , 三维简并度⾼于⼆维。

μr̈ = q(E +
1
c
v × B) (3)

E = −
1
c

∂
∂t

A − ∇ϕ

B = ∇ × A



分别为电场和磁场强度. 式 (3) 即荷电 q 的粒⼦在电磁场中的 Newton ⽅程, 式 (3) 右边第⼆项即
Lorentz ⼒

在有磁场情况下，带电粒⼦的正则动量并不等于其机械动量 μv.

正则量⼦化： 把正则动量 P  换成算符 P̂ , 即

P → P̂ = −iℏ∇

则电磁场中荷电 q 的粒⼦的 Hamilton 算符为

H =
1

2μ
(P̂ −

q

c
A)

2
+ qϕ

因⽽ Schrödinger ⽅程为

⼀般说来, P̂  与 A 不对易,

P̂ ⋅ A − A ⋅ P̂ = −iℏ∇ ⋅ A

但若利⽤电磁场的横波条件 ∇ ⋅ A = 0, 则⽅程 (9) 也可以表示为

P = μv +
q

c
A (6)

iℏ
∂
∂t

ψ = [
1

2μ
(P̂ −

q

c
A)

2
+ qϕ]ψ (9)

iℏ
∂
∂t

ψ = [
1

2μ
P̂ 2 −

q

μc
A ⋅ P̂ +

q2

2μc2
A2 + qϕ]ψ (11)

讨论

1. 定域的概率守恒与流密度

∂
∂t

ρ + ∇ ⋅ j = 0

式中

与式 (6) ⽐较, v̂ 可理解为粒⼦的速度算符, ⽽ j 为流密度算符.
速度算符定义为

d

ρ = ψ∗ψ

j =
1

2μ
(ψ∗P̂ψ − ψP̂ψ∗) −

q

μc
Aψ∗ψ

=
1

2μ
[ψ∗ (P̂ −

q

c
A)ψ + ψ(P̂ −

q

c
A)

∗
ψ∗]

=
1
2

(ψ∗v̂ψ + ψv̂ ⋅ ψ∗) = Re (ψ∗v̂ψ)

v̂ =
1
μ
(P̂ −

q

c
A) =

1
μ
(−iℏ∇ −

q

c
A)
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6.2. 正常Zeeman 效应
原⼦中的电⼦, 可近似看成在⼀个中⼼平均场中运动, 能级⼀般有 m 简并. 实验发现, 如把原⼦ (光
源) 置于强磁场中, 原⼦发出的每条光谱线都分裂为三条, 此 即正常 Zeeman 效应. 光谱线的分裂
反映原⼦的简并能级发⽣分裂, 即能级简并被解除或部分解除.

v̂ =
dr

dt
=

1
iℏ

[r, Ĥ]

2. 规范不变性
电磁场具有规范不变性, 即当 A,ϕ 作下列规范变换时,

电场强度 E 和磁场强度 B 都不改变.

⎧
⎨⎩

A → A′ = A + ∇χ(r, t)

ϕ → ϕ′ = ϕ −
1
c

∂
∂t

χ(r, t)

在经典 Newton ⽅程 (3) 中, 只出现 E 和 B, 不 出现 A 和 ϕ, 其规范不变性是显然
的.
但 Schrödinger ⽅程 (9) 中出现 A 和 ϕ, 是否 违反规范不变性? 否. 可以证明, 波
函数如做相应的变换

则 ψ′ 满⾜的 Schrödinger ⽅程, 形式上与 ψ 相同, 即

iℏ
∂
∂t

ψ′ = [
1

2μ
(P̂ −

q

c
A′)

2
+ qϕ′]ψ′

注意, 变换 (17) 并⾮波函数的⼀个整体的 (global) 相位变换 (χ(r, t) 依赖于 (r, t)),
物理观测结果的规范不变性并⾮⼀⽬了然. 但容易证明 ρ, j, ⟨v⟩ 等在规范变换下都
不变.

ψ → ψ′ = eiqχ ℏc ψ (17)

在原⼦⼤⼩范围中, 实验室⾥常⽤的磁场都可视为均匀磁场, 记为 B, 不依赖 于电⼦的坐标.
相应的⽮势 A 可取为

A =
1
2

B × r

不难验证 ∇ × A = B, ∇ ⋅ A = 0. 以下结果与规范⽆关.
取磁场⽅向为 z 轴⽅向, 则



Ax = −
1
2
By, Ay =

1
2
Bx, Az = 0

为计算简单起⻅, 考虑碱⾦属原⼦. 每个原⼦中只有⼀个价电⼦, 在原⼦核及 内层满壳电⼦所
产⽣的屏蔽 Coulomb 势 V (r) 中运动. 屏蔽 Coulomb 势表达式为

V (r) =
−e2

r
− λ

e2a0

r2

a0 是玻尔半径. 0 < λ < 1. 碱⾦属原⼦最外层价电⼦的 Hamilton 量可以表示为

或者直接利⽤ 6.1 节 (11) 式也可得到上⾯结果。式中

l̂z = (xP̂y − yP̂x) = −iℏ(x
∂
∂y

− y
∂

∂x
) = −iℏ

∂
∂φ

 是⻆动量的 z 分量. 在原⼦中,

(x2 + y2) ≈ a2 ≈ (10−8 cm)2, 通常实验室中的磁场强度 B (< 105Gs), 可以估算出式(2)中,
B2 项 < B 项，

B2 项 
B 项 

≈
e2B2

4c2
a2/

eB

c
ℏ < 10−4

因此可略去 B2 项,

H =
1

2μ
P̂ 2 + V (r) +

eB

2μc
l̂z

−μ̂zB

上式右侧最后⼀项可以视为电⼦的轨道磁矩 (μ̂z = −
e

2μc
l̂z) 与外磁场 (沿 z ⽅向) 的相互作

⽤.

H =
1

2μ
(P̂ −

q

c
A)2 + qϕ

=
1

2μ
[(P̂x −

eB

2c
y)

2

+ (P̂y +
eB

2c
x)

2

+ P̂ 2
z ]+ V (r)

=
1

2μ
[P̂ 2 +

eB

c
l̂z +

e2B2

4c2
(x2 + y2)]+ V (r)

(2)∣ ∣–在外加均匀磁场 (沿 z ⽅向) 中, 原⼦的球对称性被破坏, l 不再为守恒量. 但 l2 和 lz 仍为守恒
量. 因此, 能量本征函数仍可以选为对易守恒量完全集 (H, l2, lz) 的共同本征函数, 即

相应的能量本征值为

ωL =
eB

2μc
 称为 Larmor 频率, ωL ∝ B. Enrl 就是屏蔽 Coulomb 场 V (r) 中粒⼦的能量本征⽅

ψnrlm(r, θ,φ) = Rnrl(r)Ylm(θ,φ)
nr, l = 0, 1, 2, ⋯ , m = l, l − 1, ⋯ , −l

Enrlm = Enrl +
eB

2μc
mℏ = Enrl + mℏωL (5)



6.3. Landau 能级

程

[−
ℏ2

2μ
∇2 + V (r)]ψ = Eψ

的能量本征值。屏蔽 Culomb 场与纯 Coulomb 场有所不同, 它只具有空间转动不变性(球对
称性), 其能量本征值与径向量⼦数 nr 和⻆动量 l 都有关, 记为 Enl, 简并度为 (2l + 1). 但在
加上外磁场之后, 球对称性被破坏, 能级简并被全部解除, 能量本征值与 nr, l,m 都有关 (⻅式
(5)), 原来能级 En,l 分裂成 (2l + 1) 条, 分裂后的相邻能级的间距为 ℏωL.

由于能级分裂, 相应的光谱线也发⽣分裂. 如上图所示, 是钠原⼦光谱⻩线在强磁场中的正常
Zeeman 分裂. 原来的⼀条钠⻩线 (λ ≈ 5893Å 分裂成三条, ⻆频率为 ω,ω ± ωL. 所以外磁场
B 越强, 则 Zeeman 分裂越⼤.

在 6.2 节 (2) 式中，若对于⾃由电⼦，或磁场很强（如⽩矮星和中⼦星内）时，B2 项就不
能忽略。将电⼦沿 z 轴⽅向的⾃由运动分离出去，此时

ωL 为 Larmor 频率, B (即 ωL ) 的线性项表示电⼦的轨道磁矩与外磁场的相互作⽤, ⽽ B2 (即
ω2
L ) 项称为反磁项 (理由⻅后). 注意: 式 (3) 中 H0 的形式与⼆维各向同性谐振⼦相同.

H = H0 + ω1L l̂z

H0 =
1

2M
(P̂ 2

x + P̂ 2
y ) +

1
2
mω2

L (x2 + y2), ωL = eB/2Mc

l̂z = xP̂y − yP̂x = −iℏ(x
∂
∂y

− y
∂

∂x
) = −iℏ

∂
∂φ

(3)

电⼦的能量本征态可取为对易守恒量完全集 (H, l̂z) 的共同本征态, 即 (采⽤平⾯极坐标，可

参考 5.5 节⼆维各向同性谐振⼦)

ψ(ρ,φ) = R(ρ)eimφ, m = 0, ±1, ±2, ⋯

代⼊能量本征⽅程 Hψ = Eψ, 可求出径向⽅程



{−
ℏ2

2M
(

∂ 2

∂ρ2
+

1
ρ

∂
∂ρ

−
m2

ρ2
)+

1
2
mω2

Lρ
2}R(ρ) = (E − mℏωL)R(ρ)

即与⼆维各向同性谐振⼦相⽐，多了−mℏωL ，所以在谐振⼦能量上把 1 变成 m ，解出能
量本征值 E (Landau 能级)

相应的能量本征函数(径向部分) 为

F 为合流超⼏何函数, nρ 为径向波函数的节点数 ( ρ = 0, ∞ 点除外).

E = EN = (N + 1)ℏωL = (N + 1)
eBℏ
2Mc

N = (2nρ + |m| + m) = 0, 2, 4, ⋯ , nρ = 0, 1, 2, ⋯
(6)

Rnρ|m|(ρ) ∝ ρ|m|F (−nρ, |m| + 1,α2ρ2)e−α2ρ2/2

α = √MωL/h = √eB/2ℏc

对于⼆维各向同性谐振⼦ (⾃然频率为 ω0), 能级为 EN = (N + 1)ℏω0,N =

2nρ + |m| = 0, 1, 2, ⋯, 简并度为 fN = (N + 1). 对于均匀磁场中的电⼦, 由于 Hamilton 量中
出现了 ωL l̂z 项, 此时尽管能量本征函数形式末变, 但导致能量本征值中出现⼀项 mℏωL, 因⽽
N = 2nρ + |m| + m. 容易看出, 所有 m ⩽ 0 的态所对应的能量都相同
(N = 2nρ − m + m = 2nρ), 因⽽能级简并度为 ∞ .

式 (6) 所示电⼦能量 E(> 0) 可以看成电⼦在外磁场 B (沿 z ⽅向) 中感应⽽产⽣ 的磁矩 μz

与外磁场的相互作⽤ −μzB,

μz = − (2nρ + 1 + |m| + m)eℏ/2Mc

上式中的负号表示⾃由电⼦在受到外磁场作⽤时具有反磁性.
应当提到, 关于 Landau 能级的箔并度的上述结论, 不因规范选择⽽异.
Landau 能级对于理解量⼦ Hall 效应是很有⽤的。
作业：

1. 当

A =
1
2

B × r

满⾜

∇ × →A = →B, ∇ ⋅ →A = 0

2. P125 练习 1，2

v̂ × v̂ = [v̇y, v̇z]ex + [v̇z, v̇x]ey + [v̇x, v̂y]ez

=
iℏq
μ2c

[Bxex + Byey + Bzez] =
iℏq
μ2c

B
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7. 量⼦⼒学的矩阵表示与表象变换
⼒学量完全集的共同本征态可以作业⼀个表象的⼀组完备基。

如果⼒学量完全集的本征值是离散的，则在以其本征态为基⽮的表象中，体系的任何量⼦态都可

以⽤⼀个列⽮来描述，⽽任何可观测量都可以⽤⼀个线性厄⽶矩阵来表述。

7.1. 量⼦态的不同表象，⺓正变换
在量⼦⼒学中，按态叠加原理，任何⼀个量⼦态ψ (可归⼀化), 可以看成抽象的 Hilbert 空间
中的⼀个“⽮量”. 体系的任何⼀组对易⼒学量完全集F的共同本征态 ( k 代表⼀组完备的量⼦
数, 在本节中, 假定是离散谱), 可以⽤来构成此态空间的⼀组正交归⼀完备的基⽮ (称为F表
象),

(ψk,ψj) = δkj

体系的任何⼀个态 ψ 都可以⽤它们来展开

这⼀组数 (a1, a2, ⋯) 就是态 ψ 在 F  表象中的表示, 它们分别是 ψ 与各基⽮的标积. 在这⾥
有两点与平常解析⼏何不同: (a) 这⾥的 “⽮量” (量⼦态)⼀般是复量; (b) 空间维数可以是⽆
穷, 有时甚⾄是不可数 (连续谱情况).

ψ = ∑
k

akψk

ak = (ψk,ψ)

现在来考虑另⼀组对易⼒学量完全集 F ′, 其共同本征态记为 ψ′
α, 也是正交归⼀的,

(ψ′
α,ψ′

β) = δαβ

⽽量⼦态 ψ 也可⽤它们来展开

(a′
1, a′

2, ⋯) 就是同⼀个量⼦态 ψ 在 F ′ 表象中的表示. 显然,

ψ = ∑
α

a′
αψ

′
a = ∑

k

akψk

上式左乘 ψ′
α , (取标积), 得

ψ = ∑
α

a′
αψ

′
α

a′
α = (ψ′

α,ψ)

a′
α = ∑

k

(ψ′
α,ψk)ak

= ∑
k

Sαkak
(15)



7.2. ⼒学量（算符）的矩阵表示
7.2.1. 内积符号描述

式中

Sαk = (ψ
′

α,ψk)

是 F ′ 表象基⽮与 F  表象基⽮的标积. 式 (15) 可表示成矩阵的形式,

或简记为 a′ = Sa. 式 (17) 就是同⼀个量⼦态在 F ′ 表象中的表示与它在 F  表象中的表示的
关系, 它们通过⼀个矩阵 S 相联系. S 矩阵的矩阵元 (式 (16)) 是两个表象的基⽮之间的标积,
刻画基⽮之间的关系. ⽽任何⼀个量⼦态均可表示成基⽮的某种线性叠加(⻅式 (11) 、式
(13) ), 当 S 矩阵给定后, 任何⼀个量⼦态在两个表象 中的表示也随之确定. 可以证明

SS
† = S

†
S = I

即变换矩阵 S 是⺓正矩阵, 故变换也称为⺓正变换.

=
⎛⎜⎝a′

1

a′
2

⋮

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝S11 S12 ⋯
S21 S22 ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⎞⎟⎠⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠ (17)

单位矩阵在任何表象中均为单位矩阵.

与上类⽐, 设量⼦态 ψ 经过算符 L 运算后变成另⼀个态 ϕ

在以⼒学量完全集 F  的本征态 ψk 为基⽮的表象 ( F  表象) 中, 上式表示成

∑
k

bkψk = ∑
k

akL̂ψk

两边左乘 ψj, (取标积), 得

式中

Ljk = (ψj, L̂ψk)

式 (6) 表示成矩阵的形式则为

ϕ = Lψ (5)

bj = ∑
k

(ψj, L̂ψk)ak = ∑
k

Ljkak (6)

=
⎛⎜⎝b1

b2

⋮

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝L11 L12 ⋯
L21 L22 ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⎞⎟⎠⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠ (8)



式 (8) 即式 (5) 在 F  表象中的矩阵表示, ⽽矩阵 (Ljk) 即算符 L̂ 在 F  表象中的表示. 它的第
n 列元素

=

就是描述基⽮ ψn 在 L̂ 作⽤下如何变化的. 因此, (Ljk) 矩阵⼀旦给定, 则所有基⽮, 因⽽任何
⽮量(表示成各基⽮的线性叠加), 在 L̂ 作⽤下如何变化也就完全确定了.

⎛⎜⎝L1n

L2n

⋮

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝(ψ1, L̂ψn)

(ψ2, L̂ψn)

⋮

⎞⎟⎠例 ⼀维谐振⼦的坐标 x, 动量 p 和Hamilton 量在能量表象中的矩阵表示
利⽤公式 (⻅习题 2.7, 2.8)

可求出能量表象中 x 和 p 的矩阵表示（注意 n = 0, 1, 2, ⋯）

⽽ Hmn = (ψm, Ĥψn) = En (ψm,ψn) = Enδmn = (n +
1
2
)ℏωδmn,

(Hmn) = hω

是⼀个对⻆矩阵. 任何⼀个⼒学量 (算符) 在以它⾃⼰的本征态为基⽮的表象中显然是对⻆矩
阵, 对⻆元即其本征值.

xmn = (ψm,xψn) =
1
α
[√

n + 1
2

δmn+1 +√
n

2
δmn−1]

pmn = (ψm, p̂ψn) = iℏα[√
n + 1

2
δmn+1 −√ n

2
δmn−1]

(xmn) =
1
α

(pmn) = iℏα

⎡⎢⎣ 0 1/√2 0 0 ⋯

1/√2 0 √2/2 0 ⋯

0 √2/2 0 √3/2 ⋯

0 0 √3/2 0 ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⎤⎥⎦⎡⎢⎣ 0 −1/√2 0 0 ⋯

1/√2 0 −√2/2 0 ⋯

0 √2/2 0 −√3/2 ⋯

0 0 √3/2 0 ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⎤⎥⎦⎡⎢⎣1/2 0 0 0 ⋯
0 3/2 0 0 ⋯
0 0 5/2 0 ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⎤⎥⎦



在 F  表象 (基⽮ ψk) 中, ⼒学量 L 表示为矩阵 (Lkj), 矩阵元 Lkj = (ψk, L̂ψj). 设有另⼀表象

F ′ (基⽮ ψ′
α ), 则在 F ′ 表象中 L 表示为 (L′

αβ),L′
αβ = (ψ′

α, L̂ψ′
β). 利⽤

得

L′
αβ = ∑

kj

Sαk (ψk, L̂ψj)S ∗
βj = ∑

kj

SαkLkjS
†
jβ = (SLS †)

αβ

即

L′ = SLS † = SLS−1

其中 L = (Lkj) 和 L′ = (L′
αβ) 分别是同⼀个⼒学量 L̂ 在 F  表象和 F ′ 表象中的矩阵 表示,

⽽ S = (Sak),Sαk = (ψ′
α,ψk), 则是从 F  表象 → F ′ 表象的⺓正变换矩阵.

其中

S = (Sαk) = , Sαk = (ψ′
α,ψk)

是从 F  表象 → F
′  表象的⺓正变换矩阵，⽽其逆变换为

S
−1 = S

†

ψ′
α = ∑

k

ψk (ψk,ψ′
α) = ∑

k

S
∗
αkψk

Sαk = (ψ′
α,ψ′

k)

ψ′
β = ∑

j

ψj (ψj,ψ
′
β) = ∑

j

S
∗
βjψj

a′ = Sa

L′ = SLS−1

⎛⎜⎝S11 S12 ⋯
S21 S22 ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⎞⎟⎠总结与⽐较

F  表象(基⽮ ψk) F ′ 表象 (基⽮ ψ′
α)

 量⼦态 ψ a = , ak = (ψk,ψ) a′ = , a′
a = (ψ′

α,ψ)

 ⼒学量 L̂ L̂ = (Lkj) = L̂ = (Lkj) =

Lkj = (ψk, L̂ψj) L
′

αβ = (ψα, L̂ψ
′

β)

⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝a′
1

a′
2

⋮

⎞⎟⎠⎛⎜⎝L11 L12 ⋯
L21 L22 ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝L ′

11 L
′

12 ⋯

L
′

21 L
′

22 ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⎞⎟⎠



7.2.2. 狄拉克符号描述

选⾃肖志⼴《量⼦⼒学PPT》 http://staff.ustc.edu.cn/~xiaozg/QM2019/qm04.pdf

7.2.2.1. 矩阵表示

考虑 F  表象. 对易⼒学量完全集合 (F̂1, F̂2, ⋯ , F̂I) 的所有共 同本征态 {|n⟩},

F̂i|n⟩ = ai,n|n⟩, ⟨m ∣ n⟩ = δmn, ∑
n

|n⟩⟨n| = 1

体系的任⼀⼒学量算符 M̂ 作⽤在这组基上:

M̂|n⟩ = ∑
m

|m⟩⟨m|M̂|n⟩

M̂ 可以在 F  表象中的表示矩阵写为: Mmn = ⟨m|M̂|n⟩ M̂ 作⽤在任意态⽮上
|ψ⟩ = ∑ an|n⟩ → |ϕ⟩ = ∑ bn|n⟩ = M̂|ψ⟩

|ϕ⟩ = M̂|ψ⟩ = ∑ anM̂|n⟩ = ∑m,n |m⟩M̂mnan ⇒ bm = Mmnan

也可以: bm = ⟨m|M̂|ψ⟩ = ∑n⟨m|M̂|n⟩⟨n ∣ ψ⟩ = ∑nMmnan

7.2.2.2. 表象变换

说明:
1. 厄⽶共轭: 等同于对表示矩阵厄⽶共轭。

(M†)
mn

= ⟨m M̂
† n⟩ = ⟨n|M̂|m⟩∗ = (Mnm)∗ ⇒ M

† = (MT)
∗∣ ∣2. M̂ 的厄⽶性意味着 Mmn 是厄⽶矩阵:

M
†
mn = ⟨m M̂

† n⟩ = ⟨m|M̂|n⟩ = Mmn, ⇝ M
† = M∣ ∣3. 对易⼒学量完全集合 {F̂i ∣ i = 1, 2, ⋯ , I} 中任⼀⼒学量算 符在 F  表象中 (⾃身表象)

⽤对⻆矩阵表示:

Fi,mn = ⟨m F̂i n⟩ = ai,n⟨m ∣ n⟩ = ai,nδmn∣ ∣4. M̂ 在 F  表象中可以⽤下⾯算符表示,

M̂ = ∑
m,n

Mmn|m⟩⟨n|

体系的任⼀⼒学量算符 M̂
- 在 F  表象中⽤厄⽶矩阵 Mmn = ⟨m|M̂|n⟩ 表达,

http://staff.ustc.edu.cn/~xiaozg/QM2019/qm04.pdf
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7.3. 量⼦⼒学的矩阵形式
以上分析表明, 在以对易⼒学量完全集 F  的本征态(假设是离散的) ψk 为基⽮的表象中, ⼒学量 L
就表示为矩阵形式 (Lkj),Lkj = (ψk, L̂ψj), ⽽量⼦态 ψ 则表示为列⽮

其中 ak = (ψk,ψ). 这样, 量⼦⼒学的理论表述均表示为矩阵形式, 以下以 Schrödinger ⽅程, ⼒学
量本征⽅程, 平均值等为例来说明.

7.3.1. Schrödinger ⽅程

iℏ
∂
∂t

ψ = Ĥψ

在 F  表象中, ψ(t) 表示为
代⼈式(1), 得

ψ(t) = ∑
k

ak(t)ψk

iℏ∑
k

ȧk(t)ψk = ∑
k

akĤψk

左乘 ψj, (取标积, 利⽤基⽮的正交归⼀性), 得

iℏȧj(t) = ∑
k

Hjkak, Hjk = (ψj, Ĥψk)

- 在 G 表象中⽤厄⽶矩阵 Mαβ = ⟨α|M̂|β⟩ 表达.
M̂ 的这两种矩阵表示之间的变换关系是 :

Mαβ = ⟨α|M̂|β⟩ = ∑
m,n

⟨α ∣ m⟩⟨m|M̂|n⟩⟨n ∣ β⟩ = ∑
m,n

SαmMmnS
†
nβ

即:

M
(G) = SM

(F)
S

†

这⾥的 S 正是前述 F → G 的表象变换矩阵, Sαn = ⟨α|n⟩.
作业： 7.1, 7.2

⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠



或表示为

iℏ =

此即 F  表象中的 Schrödinger ⽅程.

7.3.2. 平均值

在量⼦态 ψ 下, ⼒学量 L 的平均值为

此即平均值的矩阵形式.
特例 若 L̂ = F̂ , 则 Lkj = Lkδkj (对⻆矩阵), 则在 ψ 态下,

L̄ = ∑
k

|ak|2
Lk

假定 ψ 已归⼀化, 即 ∑k |ak|2 = 1, 则 |ak|2 表示在 ψ 态下测量 L 得到 Lk 值的 概率.

7.3.3. 本征⽅程

算符 L̂ 的本征⽅程为

L̇ψ = L′ψ

L′ 为本征值. ⽤ ψ = ∑k akψk 代⼈, 得
左乘 ψj, (取标积),得

∑
k

Ljkak = L′aj

即

∑
k

(Ljk − L′δjk)ak = 0

此即 L 的本征⽅程在 F  表象中的矩阵形式. 它是 ak(k = 1, 2, 3, ⋯) 满⾜的线性⻬次⽅程组, 有⾮
平庸解的条件为

det Ljk − L′δjk = 0

⎛⎜⎝ȧ1

ȧ2

⋮

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝H11 H12 ⋯
H21 H22 ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⎞⎟⎠⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠L̄ = (ψ, L̂ψ) = ∑
kj

a∗
k (ψk, L̂ψj)aj = ∑

kj

a∗
kLkjaj

= (a∗
1a

∗
2 ⋯)

⎛⎜⎝L11 L12 ⋯
L21 L22 ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⎞⎟⎠⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠∣ ∣



明显写出,

= 0

设表象空间维数为 N , 则上式是本征值 L′ 的 N  次幂代数⽅程. 对于可观测量, Lik 为厄⽶矩阵
(Ljk = Lkj), 可以证明, 上列⽅程必有 N  个实根, 记为 L′

j, (j = 1, 2, ⋯, N). 分别⽤ L′
j 代⼈式 (8),

可求出相应的解 a(j)
k (k = 1, 2, ⋯ ,N), 表示成列⽮

, j = 1, 2, ⋯ ,N

它就是与本征值 L′
j 相应的本征态在 F  表象中的表示 (注意, 若 L′ 有重根, 则出现简并, 此时简并

态还不能唯⼀确定).

7.4. Dirac 符号
量⼦⼒学的理论表述, 常采⽤ Dirac 符号. 它有两个优点: ⼀是不⽤具体表象 (即可以脱离某⼀具体
的表象) 来讨论问题; ⼆是运算简捷. 特别是对于表象变换.
以下介绍⼀下 Dirac 符号的各种规定和运算法则.

7.4.1. 右⽮(ket)与左⽮(bra)

量⼦体系的⼀切可能状态构成⼀个 Hilbert 空间. 空间中的⼀个⽮量(⽅向) ⼀般为复量, ⽤以标记
⼀个量⼦态, ⽤⼀个右⽮ ∣> 表示. 若要标志某个特殊的态, 则在右⽮内标上某种记号. 例如, |ψ⟩ 表
示⽤波函数 ψ 描述的状态. 对于本征态, 常 ⽤本征值 (或相应的量⼦数)标在右⽮内 例如, |x′⟩ 表示
坐标的本征态 ( x′ 是本征 值), |p′⟩ 表示动量本征态 (本征值 p′ ), |En⟩ 或 |n⟩ 表示能量本征态 (本征
值为 En),n 为标记守恒量完全集的本征值的好量⼦数, |lm⟩ 表示⻆动量 (l2, lz) 的共同 本征态(本
征值分别为 l(l + 1)ℏ2 和 mℏ ) 等. 注意: 态的这种表示, 都只是⼀个抽象 的态⽮, 末涉及任何具体
的表象.
左⽮ ⟨| 表示共轭空间中与 |⟩ 相应的⼀个抽象态⽮. 例如, ⟨ψ| 是 |ψ⟩ 的共轭态 ⽮, ⟨x′| 是 |x′⟩ 的共
轭态⽮等.

7.4.2. 标积

态⽮ ⟨ϕ| 与 |ψ⟩ 的标积 (ϕ,ψ) 记为 ⟨ϕ∥ψ⟩ = ⟨ϕ ∣ ψ⟩, ⟨ϕ ∣ ψ⟩ = (ϕ,ψ), ⽽ (ψ,ϕ) = (ϕ,ψ)∗ 记为
若 ⟨ϕ ∣ ψ⟩ = 0, 则称 |ψ⟩ 与 |ϕ⟩ 正交. 若 ⟨ψ ∣ ψ⟩ = 1, 则称 |ψ⟩ 为归⼀化态⽮.
设⼒学量完全集 F  的本征态(离散)记为 |k⟩, 它们的正交归⼀性表示为

∣L11 − L′ L12 L13 ⋯
L21 L22 − L′ L23 ⋯
L31 L32 L33 − L′ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ∣⎛⎜⎝a
(j)
1

a
(j)
2

⋮

a
(j)
N

⎞⎟⎠–



连续谱的本征态的正交“归⼀性”, ⟨k∣j⟩=δkj
,则表示成 δ 函数形式.例如,动量本征态, ⟨p′|  p′′⟩ = δ (p′ − p′′), 坐标本征态

⟨x′ ∣ x′′⟩ = δ (x′ − x′′) 等.
在⼀个具体表象中如何计算标积, 需要⽤到态⽮在具体表象中的表示 (⻅式 (10)).

7.4.3. 态⽮在具体表象中的表示

例如, 在 F  表象中(基⽮记为 |k⟩ ), 态⽮ |ψ⟩ 可⽤ |k⟩ 展开, 即

|ψ⟩ = ∑
k

ak|k⟩

展开系数 ak = (ψk,ψ) 记为

ak = ⟨k ∣ ψ⟩

是态⽮ |ψ⟩ 在基⽮ |k⟩ 上的投影(分量). 当所有 ak 都给定时, 就确定了⼀个态 |ψ⟩. 所以这⼀组数
{ak} = {⟨k ∣ ψ⟩} 就是态 |ψ⟩ 在 F  表象中的表示, 常写成列⽮形式

=

式 (4)代⼈式 (3), 得

|ψ⟩ = ∑
k

⟨k ∣ ψ⟩|k⟩ = ∑
k

|k⟩⟨k ∣ ψ⟩

式中 |k⟩⟨k| 是⼀个投影算符 (projection operator)，
它对任何态⽮ |ψ⟩ 运算后, 就得到态⽮ |ψ⟩ 在基⽮ |k⟩ ⽅向上的分量⽮量,

Pk|ψ⟩ = |k⟩⟨k ∣ ψ⟩ = ak|k⟩

或者说 Pk 的作⽤是把任何态⽮在 |k⟩ ⽅向的分量挑选出来. 注意: 式 (5) 中 |ψ⟩ 是 任意的,因此

∑
k

|k⟩⟨k| = I  （单位算符) 

这正是这⼀组基⽮ |k⟩ 的完备性的表现. 在连续谱的情况, 求和应换为积分. 例如

∫ dx′ x′⟩⟨x′ = I, ∫ dp′ p′⟩ ⟨p′ = I

在 F  表象中, 两个态⽮ |ψ⟩ 与 |ϕ⟩ 的标积可如下计算. 因为

所以

⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝⟨1 ∣ ψ⟩

⟨2 ∣ ψ⟩

⋮

⎞⎟⎠∣ ∣ ∣ ∣|ψ⟩ = ∑
k

|k⟩⟨k ∣ ψ⟩ = ∑
k

⟨k ∣ ψ⟩|k⟩

|ϕ⟩ = ∑ |k⟩⟨k ∣ ϕ⟩ = ∑⟨k ∣ ϕ⟩|k⟩

∑



7.4.4. 算符在具体表象中的表示

设态⽮ |ψ⟩ 经算符 L̂ 运算后变成态⽮ |ϕ⟩, 即

|ϕ⟩ = L̇|ψ⟩

这⾥尚末涉及具体表象. 在 F  表象中, L̂ 的矩阵表示为 (Lkj) = ⟨k|L̂|j⟩, 式 (11) 左 乘 ⟨k|, 利⽤基⽮
的完备性(8),得

⟨k ∣ ϕ⟩ = ⟨k|L̂|ψ⟩ = ∑
j

⟨k|L̂|j⟩⟨j ∣ ψ⟩

即

bk = ∑
j

Lkjaj

bk = ⟨k ∣ ϕ⟩, aj = ⟨j ∣ ψ⟩ 分别是态⽮ |ϕ⟩ 和 |ψ⟩ 在 F  表象中的表示.
⼒学量 L 的本征⽅程

L̂|ψ⟩ = L′|ψ⟩

在 F  表象中表示为

⟨k|L̂|ψ⟩ = ∑
j

⟨k|L̂|j⟩⟨j ∣ ψ⟩ = L′⟨k ∣ ψ⟩

即

∑
j

(Lkj − L′δkj)aj = 0

aj = ⟨j ∣ ψ⟩ 是 |ψ⟩ 在 F  表象的基⽮ |j⟩ ⽅向的投影. 式(15) 即 L 的本征⽅程在 F  表 象中的表述
形式.

7.4.5. Schrödinger ⽅程

iℏ
∂
∂t

|ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩

在 F  表象中表示如下

⟨ϕ ∣ ψ⟩ = ∑
k

⟨ϕ ∣ k⟩⟨k ∣ ψ⟩

= ∑
k

b∗
kak = (b∗

1 ⋅ b∗
2, ⋯)

⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠



iℏ
∂
∂t

⟨k ∣ ψ⟩ = ⟨k|Ĥ|ψ⟩ = ∑
j

⟨k|Ĥ|j⟩⟨j ∣ ψ⟩

即

iℏȧk = ∑
j

Hkjaj

在 |ψ⟩ 态下⼒学量 L̂ 的平均值为

7.4.6. 表象变换

L̄ = ⟨ψ|L̂|ψ⟩ = ∑
kj

⟨ψ ∣ k⟩⟨k|L̂|j⟩⟨j ∣ ψ⟩

= ∑
kj

a∗
kLkjaj

1. 态的表象变换
设态 |ψ⟩ 在 F  表象中⽤ ⟨k ∣ ψ⟩ = ak 描述, 在 F ′ 表象中⽤ ⟨α ∣ ψ⟩ = a′

a 描述, 则

⟨α ∣ ψ⟩ = ∑
k

⟨α ∣ k⟩⟨k ∣ ψ⟩

即

a′
a = ∑

k

Sakak

式中

Sak = ⟨α ∣ k⟩

是从 F → F ′ 表象的变换, 描述两个表象的基⽮之间的关系. 式 (20) 可表示为矩阵 形式

=

或简记为

a′ = Sa

不难证明 S 为么正变换

S+S = SS+ = I

例如, 在 F  表象中,

⎛⎜⎝a′
1

a′
2

⋮

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝S11 S12 ⋯
S21 S22 ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⎞⎟⎠⎛⎜⎝a1

a2

⋮

⎞⎟⎠∑ ∑



即 SS = I (单位矩阵), ⽽单位矩阵在任何表象中均为单位矩阵, 这就证明了式(23).

(S+S)
kj

= ∑
a

S+
kaSaj = ∑

a

S ∗
akSaj

= ∑
a

⟨α ∣ k⟩∗⟨α ∣ j⟩ = ∑
a

⟨k ∣ α⟩⟨α ∣ j⟩

= ⟨k ∣ j⟩ = δkj

2. 算符的表象变换
算符 L 在 F  表象中的矩阵元为 Ljk,Ljk = ⟨j|L̂|k⟩, 在 F ′ 表象中的矩阵元为
L′
aβ,L′

aβ = ⟨α|L̂|β⟩, ⽽

L′
aβ = ⟨α|L̂|β⟩ = ∑

kj

⟨α ∣ j⟩⟨j|L̂|k⟩⟨k ∣ β⟩

即

L′ = SLS+ = SLS−1

L′ 和 L 分别是算符 L̂ 在 F ′ 和 F  表象中的矩阵.

= ∑
kj

SajLjkS
k
jk = ∑

kj

SajLjkS
†
k,β

= (SLS−1)
aβ

补充题1： Ylm(θ,φ) 是 (l̂2, l̂z) 的共同本征函数。当 l = 1 时, m = 1, 0, −1 ， 得到⼀组正交

归⼀完备基⽮ {ψk}, k = 1, 2, 3. 其中：

ψ1 = Y11 = −τ sin θeiφ,ψ2 = Y10 = σ cos θ,ψ3 = Y1−1 = −ψ∗
1

求在 (l̂2, l̂z) 表象中, l̂z, l̂x, l̂y 和 l̂2 的表示。

解：在坐标表象中, l̂z = −iℏ
∂

∂ϕ
, 它在 (l̂2, l̂z) 表象中能够⽤⼀个 3 × 3 的矩阵来表示, 设为

Z = (Zjk), j, k = 1, 2, 3, 其中, Zjk = (ψj, l̂zψk)

已经得到 Z11 = ℏ,Z12 = 0,Z13 = 0

同理可得

Z11 = (ψ1, l̂zψ1) = (−a sin θeiϕ, −al̂z sin θeiϕ)

= a2 (sin θeiϕ, ℏ sin θeiϕ) = ℏa2 ∫
π

0
sin3 θdθ∫

2π

0
dϕ = ℏ

Z12 = (ψ1, l̂zψ2) = (ψ1, bl̂z cos θ) = 0

Z13 = (ψ1, l̂zψ3) = (−a sin θeiϕ, al̂z sin θe−iϕ)

= a2 (− sin θe−iϕ, −ℏ sin θe−iϕ) = ℏa2 ∫
π

0
sin3 θdθ∫

2π

0
e−i2ϕdϕ = 0



Z = = ℏ →对⻆的

在坐标表象中, l̂x = iℏ(sinφ∂/∂θ + cot θ cosφ∂/∂φ) 在 (l̂2, l̂z) 表象中同样能够⽤⼀个 3 × 3

的矩阵来表示, 设为 X = (Xjk), j, k = 1, 2, 3, 其中, Xjk = (ψj, l̂xψk)

X = =
ℏ

√2
→⾮对⻆的

Z = ℏ ,X =
ℏ

√2

再来求 (l̂2, l̂z) 表象中 l̂y 的表示。 l̂z, l̂x 和 l̂y 的对易关系为,

iℏl̂y = l̂z l̂x − l̂x l̂z

由于对易关系不随表象⽽变化, 故在 (l̂2, l̂z) 表象中, 此关系可以表示成如下矩阵形式

Y =
1
iℏ

(ZX − XZ), ∴ Y =
ℏ

√2

再求 (l̂2, l̂z) 表象中 l̂2 的表示, 设为 L = (Ljk) 。

∵ l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z, ∴ L = X 2 + Y 2 + Z 2

L = 2ℏ2

注意

Z = ℏ

l̂2Ylm = l(l + 1)ℏ2Ylm, l = 1 时, l̂2Ylm = 2ℏ2Ylm

l̂zYlm = mℏYlm, l = 1 时 ,m = 1, 0, −1

在⾃⼰的表象中, 算符的矩阵是对⻆化的, 对⻆线上的矩阵元与本征值相对应。

Z21 = 0,Z22 = 0,Z23 = 0
Z31 = 0,Z32 = 0,Z33 = −ℏ

⎛⎜⎝Z11 Z12 Z13

Z21 Z22 Z23

Z31 Z32 Z33

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝1 0 0
0 0 0
0 0 −1

⎞⎟⎠⎛⎜⎝X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X32

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0 1 0
1 0 1
0 1 0

⎞⎟⎠⎛⎜⎝1 0 0
0 0 0
0 0 −1

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0 1 0
1 0 1
0 1 0

⎞⎟⎠⎛⎜⎝0 −i 0
i 0 −i

0 i 0

⎞⎟⎠⎛⎜⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎠⎛⎜⎝1 0 0
0 0 0
0 0 −1

⎞⎟⎠



补充题2： 求在 (l̂2, l̂z) 表象中 (l̂2, l̂y) 的共同本征函数 ϕ

由于 l̂2 在⾃⼰的表象下仍然是对⻆矩阵，所以考虑 l̂y 即可。
求 l̂y 在该表象下的基⽮，即求 Y  的特征值和特征向量，令

det(Y − akI) = 0 ⇒ λ3 − 2λ = 0

解得

ak = 1ℏ, −1ℏ, 0

再求特征向量，即解

(Y − akI)ψk = 0

解得

ψ1 = , ψ2 = , ψ3 =

所以

ϕ = Y11 + Y10 + Y1−1

此即 (l̂2, l̂z) 表象中, (l̂2, l̂y) 的共同本征函数.

⎛⎜⎝ 1
2
i

√2

−
1
2

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝ 1

√2
0
1

√2

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝ 1
2

−
i

√2

−
1
2

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ 1
2
i

√2

−
1
2

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝ 1

√2
0
1

√2

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝ 1
2

−
i

√2

−
1
2

⎞⎟⎠补充题3： 写出联系 (l̂2, l̂z) 表象和 (l̂2, l̂y) 表象的⺓正变换矩阵。

(l̂2, l̂y) 表象中的基⽮为:

(l̂2, l̂z) 表象中的基⽮为:

ψ1 = Y11,ψ2 = Y10,ψ3 = Y13

⺓正矩阵为

ϕ1 = ϕ11 =
1
2
Y11 +

i

√2
Y10 −

1
2
Y1−1

ϕ2 = ϕ10 =
1

√2
Y11 +

1

√2
Y1−1

ϕ3 = ϕ1−1 =
1
2
Y11 −

i

√2
Y10 −

1
2
Y1−1



作业： P143 7.6, 7.7, 以及例题

2022-11-28
算符右、左作⽤及其应⽤。

7.4.7. 坐标表象与动量表象（略）

以下讨论连续谱表象，特点是基⽮不能归⼀化。

7.4.7.1. 坐标表象

坐标 x 的本征⽅程

x x′⟩ = x′ x′⟩ (−∞ < x′( 实 ) < +∞)

本征态的正交“归⼀”关系为

⟨x′ ∣ x′′⟩ = δ (x′ − x′′)

任何⼀个量⼦态 |ψ⟩ 在坐标表象中表示为 ⟨x ∣ ψ⟩, 通常记为
例如, 坐标的本征态(本征值 x′ ) 在坐标表象中表示为
ψx′(x) = ⟨x ∣ x′⟩ = δ (x − x′)

⟨x ∣ p′⟩ =
1

√2πh
exp [ip′/ℏ]

⼒学量的 “矩阵”表示如下. 例如坐标 x 表示为

⟨x′|x|x′′⟩ = x′δ (x′ − x′′)

势能 V (x) 在坐标表象中表示为

动量在坐标表象中的表示

S = (Sjk), j, k = 1, 2, 3
Sjk = (ϕj,ψk)
S11 = (ϕ1,ψ1) = 1/2,

S32 = (ϕ3,ψ2) = −i/√2

求 < l2x >=
1
2

(l(l + 1) − m2ℏ2)∣ ∣⟨x′|V (x)|x′′⟩ = V (x′)δ (x′ − x′′)



7.4.7.2. 动量表象

略

作业： 7.3 7.4 7.5

2022-11-30

8. ⾃旋

8.1. 电⼦⾃旋态与⾃旋算符

8.1.1. 电⼦⾃旋态的描述

⟨x′|p|x′′⟩ = ∬ dp′dp′′ ⟨x′ ∣ p′⟩ ⟨p′|p|p′′⟩ ⟨p′′ ∣ x′′⟩

=
1

2πℏ
∬ dp′dp′′ exp [ip′x′/ℏ]p′δ (p′ − p′′) exp [−ip′′x′′/ℏ]

=
1

2πℏ
∫ dp′p′ exp [ip′ (x′ − x′′)/ℏ

=
1

2πℏ
(−iℏ

∂
∂x′

)∫ dp′ exp [ip′ (x′ − x′′)/ℏ]

= −iℏ
∂

∂x′
δ (x′ − x′′)

电⼦⾃旋假设提出依据的实验事实：

1. 反常 Zeeman 效应；
2. 碱⾦属原⼦光谱的双线结构。

电⼦⾃旋与轨道⻆动量不同点：

1. ⾃旋取值只有 ±
ℏ
2

;

2. ⾃旋的 g 因⼦（回转磁⽐值） |gs| = 2, 轨道运动 |gl| = 1.

波函数中若包含⾃旋投影这个变量 (习惯上取为 sz ), 记为 ψ (r, sz). 与连续变量 r 不同, sz 只

能取 ±
ℏ
2

 两个离散值. 因此使⽤⼆分量波函数是⽅便的, 即

ψ (r, sz) = ( )

称为旋量（spinor）波函数，物理意义如下：
1. |ψ(r, ℏ/2)|2 是电⼦⾃旋向上 (sz = ℏ/2), ⽽且位置在 r 处的概率密度,
2. |ψ(r, −ℏ/2)|2 是电⼦⾃旋向下 (sz = −ℏ/2), ⽽且位置在 r 处的概率密度,

ψ(r, ℏ/2)
ψ(r, −ℏ/2)



8.1.2. ⾃旋算符，Pauli 算符

考虑到⾃旋具有⻆动量特征，假设⾃旋 s 的三分量具有与轨道⻆动量l 的三个分量相同的对易关
系。引⼊ Pauli 算符 σ (⽆量纲)

s =
ℏ
2

σ

3. ∫ d3r|ψ(r, ℏ/2)|2 表示电⼦⾃旋向上 (sz = ℏ/2) 的概率,
4. ∫ d3r|ψ(r, −ℏ/2)|2 表示电⼦⾃旋向下 (sz = −ℏ/2) 的概率.
如果波函数可以分离变量

ψ (r, sz) = ϕ(r)χ (sz)

χ (sz) 是描述⾃旋态的波函数, 其⼀般形式为

χ (sz) = ( )

式中 |a|2 与 |b|2 分别代表电⼦ sz = ±
ℏ
2

 的概率, 所以归⼀化条件表示为

|a|2 + |b|2 = χ†χ = (a∗b∗)( ) = 1

a

b

a

b

Pauli 算符的性质
1. 满⾜对易关系

或者

[σi,σj] = 2iεijkσk

⎧⎪⎨⎪⎩σxσy − σyσx = 2iσz

σyσz − σzσy = 2iσx

σzσx − σxσz = 2iσy

2. 由于 s 沿任何⽅向投影都取 ±1 , 所以

σ2
i = I

3. σ 的 3 个分量彼此反对易

[σi,σj]† = 0, i ≠ j

4. Pauli 算符迹恒为 0

Tr(σi) = 0

总结

∑



σασβ = δaβ + i∑
γ

εαβγσγ

它与 σ+ = σ (厄⽶性) 概括了 Pauli 算符的全部代数性质：⾃逆性、反对易性、零迹。
采⽤ σz 对⻆化的表象, 把 Pauli 算符表成矩阵的形式.
由于 σz 本征值只能取 ±1, 所以 σz 矩阵可表示为

σz = ( )

令 σx 矩阵表示为

σx = ( )

考虑到 σzσx = −σxσz, 得

( ) = ( )

所以 a = d = 0, 因⽽ σx 化为

σx = ( )

再根据厄⽶性要求, σ+
x = σx, 可得 c = b∗, 因⽽

σx = ( )

⽽

σ2
x = ( )( ) = ( ) = 1

所以 |b|2 = 1. 令 b = eia(α 实), 则

σx = ( )

再利⽤ σy = −iσzσx, 可求出

σy = −i( ) = ( )

这⾥有⼀个相位的不定性 (参阅 9.1, 9.2 节). 习惯上取 α = 0, 于是得出 Pauli 算符 的下列矩
阵表示 (Pauli 表象)

σx = ( ), σy = ( ), σz = ( )

1 0
0 −1

a b

c d

a b

−c −d

−a b

−c d

0 b

c 0

0 b

b∗ 0

0 b

b∗ 0
0 b

b∗ 0
|b|2 0
0 |b|2

0 ei

e−ia 0

0 eia

−e−ia 0

0 ei(α−π/2)

e−i(α−π/2) 0

0 1
1 0

0 −i
i 0

1 0
0 −1



称为 Pauli 矩阵, 其应⽤极为⼴泛, 读者应牢记.
练习1、2、3

练习1 解：





σ̂x 翻转算符， σ̂z 相位算符，σ̂y 既有翻转、⼜有相位
补充题 1 设 λ 为常数, 证明 eiλσz = cosλ + iσz sinλ 提示 ：

eiλσz =
∞

∑
n=0

1
n!

(iλσz)
n,σ2

z = 1, σ2+1
z = σz

证：将 eiλσz  展成 σz 的级数

eiλσz =
∞

∑
n=0

1
n!

(iλσz)
n

=
∞

∑
n=0

1
(2n)!

(iλσz)
2n +

∞

∑
n=0

1
(2n + 1)!

(iλσz)
2n+1

∵ σ2
z = 1,σ2+1

z = σz

∴ eiλσz =
∞

∑
n=0

1
(2n)!

(iλ)2n + σz

∞

∑
n=0

1
(2n + 1)!

(iλ)2n+1

∴ eiλσz =
∞

∑
n=0

1
(2n)!

(iλ)2n + σz

∞

∑
n=0

1
(2n + 1)!

(iλ)2n+1

=
∞

∑
n=0

(−1)n
λ2n

(2n)!
+ iσz

∞

∑
n=0

(−1)n
λ2n+1

(2n + 1)!

= cosλ + iσz sinλ

补充题 2 ：给定 (θ,φ) ⽅向单位⽮量

→n = (nx,ny,nz) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)

求 σn = →σ ⋅ →n 的本征值 λ 和本征态 ϕ = ( ) . 提示:

σn = →σ ⋅ →n = σxnx + σyny + σznz

c1

c2



亦即

{ (1)

久期⽅程为

= 0

→ λ2 − (cos2 θ + sin2 θ) = 0 → λ1,2 = ±1

亦即

{

λ1 = 1 代⼊(1)的第 2 式, 得到

∵ |c1|2 + |c2|2 = 1

∴取c1 = cos(θ/2)e−iφ/2, c2 = sin(θ/2)eiφ/2

∴ ϕ = ( ) = ( )

同理可求 λ2 = −1 时的本征态。

解：

∴ σn = ( )

本征⽅程为

σnϕ = λϕ → (σn − λ)ϕ = 0

即

( )( ) = 0

∵ σ̂x = ( ), σ̂y = ( ), σ̂z = ( )

∴ σn = ( ) = ( )

0 1
1 0

0 −i

i 0
1 0
0 −1

nz nx − iny

nx + iny −nz

cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

cos θ sin θe−iφ

sin θe−iφ − cos θ

cos θ − λ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ − λ

c1

c2

(cos θ − λ)c1 + sin θe−iφc2 = 0

sin θeiφc1 − (cos θ + λ)c2 = 0∣cos θ − λ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ − λ∣(cos θ − λ)c1 + sin θe−iφc2 = 0

sin θeiφc1 − (cos θ + λ)c2 = 0

c1

c2
=

1 + cos θ
sin θ

e−iφ =
cos(θ/2)e−iφ/2

sin(θ/2)eiφ/2

c1

c2

cos(θ/2)e−iφ/2

sin(θ/2)eiφ/2
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8.2. 总⻆动量的本征态

8.3. 碱⾦属原⼦光谱的双线结构与反常 Zeeman 效应

8.4. 多电⼦体系的⾃旋态，纠缠态



作业： 练习3 ，补充题2，PPT的“同理可求”，8.1





sin
θ

2
e−iφ/2 − cos(

θ

2
)eiφ/2

8.5. ⾃旋-量⼦信息相关

8.5.1. 量⼦⽐特(qubit)
|Ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩, |α|2 + |β|2 = 1

是⼀个两维量⼦系统、即由⼀个两维Hilbert空间表示的量⼦系统 该Hilbert空间的⼀组正交归⼀基
可以表示为 |0⟩, |1⟩

8.5.2. 量⼦⽐特的表示和性质

⼀个量⼦⽐特有两个可能的状态: |0⟩, |1⟩

不像经典⽐特, 量⼦⽐特可以处于任意相⼲叠加

|ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩

两能级原⼦（上能级、下能级）

光⼦极化 (⽔平极化、竖直极化)
光⼦数（真空态、单光⼦态）

电⼦⾃旋（⾃旋向上、⾃旋向下）

单个粒⼦穿过两路⼲涉仪时所⾛的路径 (路径1、路径2)
⽽量⼦⽐特可以处在任意叠加态

|ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩, |α|2 + |β|2 = 1



⼀个量⼦⽐特可以表征为 2 维 Hilbert 空间的单位⽮量 |0⟩, |1⟩ , 称作 orthonormal computational
basis
量⼦⽐特的可能的状态可以表示为

|0⟩ = ( ) |1⟩ = ( )

对于量⼦⽐特的测量得到 0 的概率为 |α|2, 得到 1 的概率为 |β|2.
量⼦⽐特测量之后不再能被恢复.
量⼦⽐特可以与其它量⼦⽐特之间有关联和纠缠关系.
量⼦⽐特可以有指数级增⻓的量⼦信息.
量⼦⽐特总可以表示为

称作 Bloch 球表示

|ψ⟩ = eiγ (cos
θ

2
|0⟩ + eiϕ sin

θ

2
|1⟩)

8.5.3. Pauli 矩阵

Pauli矩阵作⽤在量⼦⽐特上

8.5.4. 量⼦纠缠

纠缠态的定义：两个粒⼦的共同波函数不能写成单粒⼦的直积形式就称作纠缠态。

HAB ∋ |Ψ⟩ ≠ |ψ⟩ ⊗ |φ⟩, |ψ⟩ ∈ HA, |φ⟩ ∈ HB

1
0

0
1

σx|0⟩ = |1⟩ σx exchanges (bit flip )
σx|1⟩ = |0⟩

σy|0⟩ = i|1⟩ σy exchanges and introduces the phase  ± i

σy|1⟩ = −i|0⟩

σz|0⟩ = +|0⟩ σz introduces the phase  ± 1 (phase fiip). 
σz|1⟩ = −|1⟩.



8.5.5. 可分离性，判据

EPR 佯谬:

薛定谔:
Mermin:
Bell

Bennett
Shor :
Ekert :

纯态 Pure state: Tensor Product

( )⊗ ( ) =

但是纠缠态的波函数没办法逆向分解。

Two or more systems: (A) - (B)

where|00⟩ = |0⟩ ⊗ |0⟩

The system is entangled if

|Ψ⟩ ≠ |Ψ⟩A ⊗ |Ψ⟩B

Example: Bohm state |Ψ−⟩ = 1/√2(|01⟩ − |10⟩)

α0

α1

β0

β1

⎛⎜⎝α0β0

α0β1
α1β0

α1β1

⎞⎟⎠|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩

α|00⟩ + β|01⟩ + γ|10⟩ + δ|11⟩

Separability criterion for multipartite pure state
A pure state is separable if and only if

ρAB⋯Z = ρA ⊗ ρB ⊗ ⋯ ⊗ ρZ

where

are the reduced density matrices for the subsystems
A,B, … ,Z respectively.
混态是否是纠缠的：PPT 判据

ρA = TrB,C,⋯,Z (ρAB⋯Z),
ρB = TrA,C,⋯,Z (ρAB⋯Z),

⋮
ρZ = TrA,B,⋯,Y (ρAB⋯Z),



8.5.6. ⼏种常⽤的量⼦纠缠态

作业：

本征态的叠加态不⼀定是本征态。

对 n 体纯态：如果 |ψ⟩ ≠ |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ⊗ … ⊗ |ψn⟩, 那么 |ψ⟩ 就是纠缠态。
对n 体混态：如果某个混态不能写成直积态的凸组合形式, 那么它就是纠缠的, 即

ρ ≠ ∑
i

piρ
A1
i ⊗ ρ

A2
i ⊗ … ⊗ ρ

An

i

不能找到⼀个判据对所有态都适⽤。

GHZ 态（最⼤纠缠态）： |00 … 0⟩ + |11 … 1⟩

W态: |100 … 0⟩ + |010 … 0⟩ + … + |000 … 1⟩

Dicke 态: |S(n, k)⟩ = ∑|α|=k |0α1ᾱ⟩

对称态: |ψ⟩ = ∑n
k=0 hk|S(n, k)⟩

图态

P168, 8.3, 8.4(a),8.5(a)
回答什么是Bell态, 什么是 GHZ 态, 它们都是纠缠态吗?


